




















ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ
ÏÎÁËÅÌÛ ÎÊÓÆÅÍÈÉ
Â. .Íàéäåíêî, Þ.Ë.Îðëîâè÷
For a given finite lass of finite graphs H, a graph G is alled a realization of H if the
neighbourhood of its any vertex indues the subgraph isomorphi to a graph of H. We onsider
the following problem known as the Generalized Neighbourhood Problem (GNP): given a finite
lass of finite graphs H, does there exist a non-empty graph G that is a realization of H? In
fat, there are two modifiations of that problem, namely the nite (the existene of a finite
realization is required) and innite one (the realization is required to be infinite). In this paper
we show that GNP and its modifiations for all finite lasses H of finite graphs are redued to
the same problems with an additional restrition on H . Namely, the orders of any two graphs
of H are equal and every graph of H has exatly s (s > 1) dominating verties.
Ââåäåíèå
Ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ãðàà G ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî
èíâàðèàíòà I(G) çàíèìàþò â òåîðèè ãðàîâ âèäíîå ìåñòî. Ê íèì îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà îêðóæåíèé [6, 28℄: ñóùåñòâóåò ëè ñâÿçíûé ãðà G, îêðóæåíèå êàæäîé
âåðøèíû êîòîðîãî ïîðîæäàåò ïîäãðà, èçîìîðíûé äàííîìó êîíå÷íîìó ãðàó H, è åñëè
ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííûé ëè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðèçìà?
Ïðîáëåìà îêðóæåíèé ñëóæèò êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ [6℄ è ðåøåíà
äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàîâ H [13, 810, 1213, 1521, 23, 24, 26, 27℄. Îíà ðàññìàòðèâàëàñü â
ñâÿçè ñ âîïðîñàìè òåîðèè àâòîìàòîâ, òåîðèè ãðóïï, òåîðèè êîíå÷íûõ ãåîìåòðèé è â ñâÿçè ñ
ïðèëîæåíèÿìè â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå.
Â äàëüíåéøåì ïîä ãðàîì G = (V G,EG) ïîíèìàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûé
íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð ñ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì
âåðøèí V G è íåïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåáåð EG.
Âñå ïîíÿòèÿ, íå îïðåäåëåííûå â ñòàòüå, ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [57, 11℄.
×èñëî |V G| âåðøèí êîíå÷íîãî ãðàà G íàçûâàåòñÿ åãî ïîðÿäêîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |G|.
Êëàññîì ãðàîâ íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ãðàîâ, ðàçëè÷àåìûõ ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðèçìà.
ðà íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè ëèáî îí ñâÿçåí, ëèáî ñðåäè åãî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò
íåò èçîìîðíûõ.
Ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí ãðàà G, ñìåæíûõ ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé v, íàçûâàåòñÿ
îêðóæåíèåì âåðøèíû v è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç N(v,G). ×èñëî degG v = |N(v,G)|  ñòåïåíü
âåðøèíû v. Åñëè ãðà G çàèêñèðîâàí, òî N(v,G) îáîçíà÷èì ïðîñòî ÷åðåç N(v).
Åñëè U ⊆ V G, òî G(U)  ïîäãðà ãðàà G, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí U.
Ïîëîæèì N(G) = {〈G(N(v)) : v ∈ V G〉}, ãäå 〈F〉  ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî
ïîïàðíî íåèçîìîðíûõ ãðàîâ ñåìåéñòâà F.
Äëÿ íåêîòîðûõ ãðàîâ ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: Kn, On, Cn, Pn
 ñîîòâåòñòâåííî ïîëíûé ãðà (êëèêà), ïóñòîé ãðà, ïðîñòîé öèêë è ïðîñòàÿ öåïü ñ n
âåðøèíàìè, Km,n  ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðà ñ äîëÿìè ìîùíîñòè m è n. Êðîìå òîãî, G
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îáîçíà÷àåò ãðà, äîïîëíèòåëüíûé ê G, L(G)  ðåáåðíûé ãðà, à Gk  k -þ ñòåïåíü ãðàà
G.
Ïóñòü H  êîíå÷íûé êëàññ ãðàîâ. Âîçíèêàþò ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è [6, 28℄.
1. Ñóùå ñ ò â î â à í è å. Ïðè êàêîì óñëîâèè N(G) = H äëÿ íåêîòîðîãî ãðàà G? Äðóãèìè
ñëîâàìè, êîãäà ñóùåñòâóåò êàêîé-ëèáî ãðà G, ðåàëèçóþùèé H?
2. Åäèí ñ ò â å í í î ñ ò ü. Ïóñòü N(G1) = N(G2) = H äëÿ íåêîòîðûõ ãðàîâ G1 è G2. Ïðè
êàêîì óñëîâèè îòñþäà âûòåêàåò èçîìîðèçì G1 ∼= G2?
Ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ãðàà G ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì èíâàðèàíòà
N(G) íàçûâàþò îáîáùåííîé ïðîáëåìîé îêðóæåíèé. ðà G, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
N(G) = H, íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé êëàññà H èëè ëîêàëüíî H -ãðàîì, à êëàññ H 
ðåàëèçóåìûì êëàññîì ãðàîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ãðàû êëàññà H èçîìîðíû îäíîìó
ãðàó H, òî ëîêàëüíî H -ãðà ìû íàçûâàåì ëîêàëüíî H -ãðàîì èëè ïðîñòî ðåàëèçàöèåé
ãðàà H, à H  ðåàëèçóåìûì ãðàîì.
Íà ðèñ. 1 â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçàöèè êëàññà {P5, C5}
íà îñíîâå ïðîèçâîëüíîãî ïëîñêîãî êóáè÷åñêîãî ãðàà.
èñ. 1. Ôðàãìåíò ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçàöèè êëàññà {P5, C5}.
Â [1℄ óêàçàíû ïðîñòûå ïðèìåðû êëàññîâ H, â ÷àñòíîñòè, ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî ãðàà,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òîëüêî áåñêîíå÷íûå ëîêàëüíî H -ãðàû. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì
åñòåñòâåííî ðàçëè÷àòü êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ðåàëèçàöèè, ò.å. èçó÷àòü ìíîæåñòâî {G :
N(G) = H} ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëîáàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãðà G. Â ýòîì ñëó÷àå
ñîäåðæàòåëüíû äâå ñëåäóþùèå çàäà÷è.
3. Ïðî á ë åì à f -ð å à ë è ç ó åì î ñ ò è. Ïî çàäàííîìó êîíå÷íîìó êëàññó ãðàîâ H,
âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íûé ãðà G, ðåàëèçóþùèé H?
4. Ïðî á ë åì à i -ð å à ë è ç ó åì î ñ ò è. Ïî çàäàííîìó êîíå÷íîìó êëàññó ãðàîâ H,
âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè íåòðèâèàëüíûé áåñêîíå÷íûé ãðà G, ðåàëèçóþùèé H?
Åñëè ïðè ýòîì êëàññ H ñîñòîèò èç ãðàîâ, èçîìîðíûõ íåêîòîðîìó ãðàó H,
òî ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ñïåöèàëüíûå ïðîáëåìû f -ðåàëèçóåìîñòè è i -ðåàëèçóåìîñòè.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî Â.Ê.Áóëèòêî [3, 4℄, â êëàññå âñåõ êîíå÷íûõ ãðàîâ
ñïåöèàëüíàÿ ïðîáëåìà i -ðåàëèçóåìîñòè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà, ò.å. ñïðàâåäëèâà
Ò å î ð åì à 1. Íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó ãðàó
H ñóùåñòâóåò ëè ñâÿçíûé áåñêîíå÷íûé ãðà G, ðåàëèçóþùèé H.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñîñòîèò â ñâåäåíèè ïðîáëåìû ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîãî
íàáîðà äîìèíî íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèèêàöèåé àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìîé
óãëîâîé ïðîáëåìû äîìèíî [11, 22℄ ê ñïåöèàëüíîé ïðîáëåìå i -ðåàëèçóåìîñòè. À èìåííî ïî
ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó íàáîðó D äîìèíî ñòðîèòñÿ òàêîé êîíå÷íûé ãðà HD, äëÿ êîòîðîãî
Îá îäíîì ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå îáîáùåííîé ïðîáëåìû îêðóæåíèé 3
ðåàëèçàöèÿ ñâÿçíûì áåñêîíå÷íûì ãðàîì G ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D ñèëüíî
ðàçðåøèì íà ïëîñêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâî òàêæå â ðÿäå
äðóãèõ ñëó÷àåâ, â ÷àñòíîñòè, êîãäà H  ïðîèçâîëüíûé íåñâÿçíûé, ñâÿçíûé, ïëîñêèé èëè
ðåãóëÿðíûé êîíå÷íûé ãðà [3, 4℄.
Â ðàáîòå [4℄ ñâåäåíèåì ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîãî íàáîðà äîìèíî íà òîðå ê
ïðîáëåìå f -ðåàëèçóåìîñòè, óñòàíîâëåíà
Ò å î ð åì à 2. Íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó êëàññó
ãðàîâ H ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íûé ãðà G, ðåàëèçóþùèé H.
Âîïðîñ î òîì, ðàçðåøèìà ëè â îáùåì ñëó÷àå ñïåöèàëüíàÿ ïðîáëåìà f -ðåàëèçóåìîñòè,
îñòàåòñÿ îòêðûòûì (ñì., íàïðèìåð, [14, 23℄). Â òî æå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå èçâåñòíû
íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû ïîäêëàññîâ êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ ãðàîâ, ãäå ñïåöèàëüíûå ïðîáëåìû
3 è 4 àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìû. Íàïðèìåð, êëàññ äåðåâüåâ [2, 16℄ èëè áîëåå øèðîêèé êëàññ
ãðàîâ, ó êîòîðûõ êàæäûé áëîê  ïîëíûé ãðà [2, 13℄.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëîæåíèè îïðåäåëåííûõ ìîùíîñòíûõ îãðàíè÷åíèé íà áëîêè ïîñëåäíèé
êëàññ áóäóò îáðàçîâûâàòü ïëîòíûå ãðàû [19, 23℄. Êëàññ D ãðàîâ áóäåì íàçûâàòü
ïëîòíûì, à ñàìè ãðàû G ∈ D  ïëîòíûìè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) ñóùåñòâóåò òàêàÿ óíêöèÿ E : N→ N, ÷òî lim
n→∞
E(n)/n2 = c, ãäå c  êîíñòàíòà, c > 0;
á) ÷èñëî ðåáåð êàæäîãî ãðàà G ∈ D ïîðÿäêà n íå ìåíüøå E(n).
Äëÿ ìíîãèõ ïëîòíûõ ãðàîâ ÷àñòî óäàåòñÿ ðåøèòü íå òîëüêî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
êàêîé-ëèáî ðåàëèçàöèè, íî è ïîëó÷èòü ïîëíîå îïèñàíèå âñåâîçìîæíûõ (â òîì ÷èñëå è




8(t− 1) + 4,
òî t -ðåãóëÿðíûé ãðà ïîðÿäêà r ðåàëèçóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r − t äåëèò r. Â
ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçàöèÿ  ïîëíûé ìíîãîäîëüíûé ãðà ñ 1 + r/(r − t) äîëÿìè ïîðÿäêà r − t.
Çàìåòèì, ÷òî â [12℄ ïîëó÷åíî îïèñàíèå ëîêàëüíî t -ðåãóëÿðíûõ ãðàîâ ïîðÿäêà r ñ áîëåå
ñëàáûì óñëîâèåì íà ÷èñëà t è r, à èìåííî t > r −√r − 1/2.
Äðóãèå óñëîâèÿ ðåàëèçóåìîñòè ïëîòíûõ ãðàîâ ìîæíî íàéòè â [15, 1719, 23, 27℄. Òàê
â [19℄ êëàññèèöèðîâàíû ðåàëèçóåìûå ãðàû ïîðÿäêà r, äîïîëíèòåëüíûå ê íåñâÿçíûì
ãðààì ñ ðàâíîìîùíûìè êîìïîíåíòàìè ïîðÿäêà p. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå îíè èñ÷åðïûâàþòñÿ
äîïîëíåíèåì äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ r/p ïîëíûõ ãðàîâ Kp. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò
íå ïåðåêðûâàåòñÿ êëàññèèêàöèåé ëîêàëüíî t -ðåãóëÿðíûõ ãðàîâ, ïîëó÷åííîé â [12, 26℄,
èáî â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå ðàâíîìîùíîñòè êîìïîíåíò íå âëå÷åò çà ñîáîé ðåãóëÿðíîñòè
äîïîëíèòåëüíîãî ãðàà.
Â [27℄ ïðèâåäåíà õàðàêòåðèçàöèÿ ëîêàëüíî P 3 -ãðàîâ êàê ðåáåðíûõ ãðàîâ îò ãðàîâ,
ïîëó÷àþùèõñÿ èç êóáè÷åñêèõ îäíîêðàòíûì ïîäðàçáèåíèåì ðåáåð, è íàéäåíû âñå ëîêàëüíî Pn -
ãðàû äëÿ n ∈ {1, 2, 4} è n > 5. Òàì æå âûÿâëåíî îïèñàíèå ëîêàëüíî Cn -ãðàîâ.
Êëàññèèêàöèÿ ëîêàëüíî Ckn -ãðàîâ è ëîêàëüíî P
k
n -ãðàîâ ïðè 2 6 k 6 n−1 ïîëó÷åíà â
ðàáîòàõ [17℄ è [18℄ ñîîòâåòñòâåííî. Óñòàíîâëåíî, ÷òî Ck2k+2 è P
k
2k+2 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè,
îòëè÷íûìè îò ïîëíûõ ðåàëèçóåìûìè ãðààìè.
Óñëîâèÿ ðåàëèçóåìîñòè ãðàîâ, äîïîëíèòåëüíûõ ê äåðåâüÿì, íàéäåíû â [15℄. Îêàçàëîñü,
÷òî êëàññ T = {T : T  äåðåâî} ñîäåðæèò òîëüêî äâå ñåðèè ðåàëèçóåìûõ ãðàîâ, à èìåííî Pn
è K1,n, n > 1. Îòìåòèì, ÷òî â [23℄ ïîñòðîåí áîëåå øèðîêèé, ÷åì T \ {P n,K1,n : n > 1}, êëàññ
ïëîòíûõ ãðàîâ, ó êîòîðûõ îòñóòñòâóþò ðåàëèçàöèè.
Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ëîêàëüíî H -ãðàîâ â ñëó÷àå, êîãäà
|H| > 1 (ñì. îáçîð â [12℄). Èçâåñòíî, íàïðèìåð, ñòðîåíèå ëîêàëüíî êîòðèàíãóëÿðíûõ ãðàîâ
[20℄. ðà G îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîòðèàíãóëÿðíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí u è v,
íå ñìåæíûõ â G, ñóùåñòâóåò òðåòüÿ âåðøèíà w òàêàÿ, ÷òî ïîäãðà G(T ), ïîðîæäåííûé
ìíîæåñòâîì T = {u, v, w}, íå ñîäåðæèò ðåáåð è ëþáàÿ âåðøèíà x, íå ëåæàùàÿ â T,
ëèáî ñìåæíà òîëüêî ñ îäíîé âåðøèíîé èç T, ëèáî ñî âñåìè âåðøèíàìè èç T. Ñâîéñòâîì
4 Â..Íàéäåíêî, Þ.Ë.Îðëîâè÷
êîòðèàíãóëÿðíîñòè îáëàäàåò, íàïðèìåð, ãðà, äîïîëíèòåëüíûé ê ðåáåðíîìó ãðàó ïîëíîãî
ãðàà Kn. Çàìåòèì, ÷òî L(Kn)  ïëîòíûé ãðà.
Â îáçîðå [21℄ èçó÷àëèñü íåêîòîðûå òåîðåòèêî-ãðàîâûå ñâîéñòâà ðåàëèçóåìûõ ãðàîâ,
ñîäåðæàùèõ äîìèíèðóþùèå âåðøèíû. Íàïîìíèì, ÷òî âåðøèíà ãðàà, ñìåæíàÿ ñ êàæäîé
äðóãîé åãî âåðøèíîé, íàçûâàåòñÿ äîìèíèðóþùåé. ßñíî, ÷òî åñëè ãðà ïîðÿäêà n ñîäåðæèò
⌈cn⌉ (0 < c 6 1) äîìèíèðóþùèõ âåðøèí, òî îí èìååò íå ìåíüøå cn(cn− 1)/2 + ⌈cn⌉(n−⌈cn⌉)
ðåáåð. Äàííîå ñâîéñòâî ðîäíèò ãðàû, ñîäåðæàùèå äîìèíèðóþùèå âåðøèíû, ñ ïëîòíûìè
ãðààìè.
Åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ðåàëèçóåìûõ ãðàîâ, ñîäåðæàùèõ s (s > 1) äîìèíèðóþùèõ
âåðøèí, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé òàêîé ãðà äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå Ks+F [Ks+1],
ãäå F  íåêîòîðûé ðåàëèçóåìûé ãðà áåç äîìèíèðóþùèõ âåðøèí.
Îñíîâûâàÿñü íà äàííîì ïðåäñòàâëåíèè, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïðîáëåìû: ñóùåñòâîâàíèÿ, f -
ðåàëèçóåìîñòè, i -ðåàëèçóåìîñòè îñòàþòñÿ íåðàçðåøèìûìè è â òîì ñëó÷àå, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ
ïðîèçâîëüíûìè êîíå÷íûìè êëàññàìè H, ñîñòîÿùèìè èç ãðàîâ H1,H2, . . . ,Hk, ó êîòîðûõ
|H1| = |H2| = . . . = |Hk| è òàêèõ, ÷òî êàæäûé Hi ñîäåðæèò ðîâíî s äîìèíèðóþùèõ âåðøèí.
Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåöèàëüíàÿ ïðîáëåìà i -ðåàëèçóåìîñòè íåðàçðåøèìà òàêæå
â òîì ñëó÷àå, êîãäà H  êîíå÷íûé ãðà âèäà Ks + F [Ks+1], ãäå F  ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé,
ïëîñêèé èëè ðåãóëÿðíûé ãðà áåç äîìèíèðóþùèõ âåðøèí.
Ñðåäè äðóãèõ èíòåðåñíûõ ñëåäñòâèé âûäåëèì ñëåäóþùåå: ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè
ëîêàëüíî {Ks+Fi[Ks+1] : i = 1, k} -ãðàà ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà îíà ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëîêàëüíî {Fi : i = 1, k} -ãðàà, |F1| = |F2| = . . . = |Fk|.
Çàìåòèì, ÷òî ãðàû, ñðåäè âåðøèí êîòîðûõ åñòü õîòÿ áû îäíà äîìèíèðóþùàÿ, äîñòàòî÷íî
ðåäêè [5, ñ. 51℄. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê åùå îäèí àðãóìåíò â ïîëüçó àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè îáîáùåííîé
ïðîáëåìû îêðóæåíèé äàæå äëÿ íåêîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè óçêèõ êëàññîâ ãðàîâ.
Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ îïåðàöèé íàä ãðààìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ñòàòüå.
Ïóñòü Gi = (V Gi, EGi) (i = 1, 2)  äâà ãðàà. Ïðîèçâåäåíèåì G1 × G2, êîìïîçèöèåé
G1[G2] íàçûâàþòñÿ ãðàû, ìíîæåñòâîì âåðøèí êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå
V G1 × V G2, à ñìåæíîñòü âåðøèí (u1, u2) è (v1, v2) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:
à) äëÿ G1 ×G2 : ëèáî u1 = v1 è u2v2 ∈ EG2, ëèáî u2 = v2 è u1v1 ∈ EG1;
á) äëÿ G1[G2] : ëèáî u1v1 ∈ EG1, ëèáî u1 = v1 è u2v2 ∈ EG2.
Ïóñòü G  ãðà ïîðÿäêà n , ϕ : V G→ {1, 2, . . . , n}  áèåêöèÿ, H1,H2, . . . ,Hn  êîíå÷íûå
ãðàû, ïðè÷åì V H1 ∩ V H2 ∩ . . . ∩ V Hn = ∅. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ðàñøèðåíèÿ ãðàà G ïî
ãðààì H1,H2, . . . ,Hn, îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç G← [H1,H2, . . . ,Hn], ñëåäóþùèì îáðàçîì:




è äâå âåðøèíû u ∈ Hi , v ∈ Hj ñìåæíû â ãðàå G ← [H1,H2, . . . ,Hn], åñëè ëèáî i = j è
âåðøèíû u, v ñìåæíû â ãðàå Hi , ëèáî i 6= j è âåðøèíû ϕ−1(i), ϕ−1(j) ñìåæíû â ãðàå G.
1. Ñâîéñòâà ðåàëèçóåìûõ êëàññîâ ãðàîâ
Óñòàíîâèì ïðåäâàðèòåëüíî íåêîòîðûå ïîëåçíûå àêòû.
Ë åììà 1. Ïóñòü N(G1) = {H1,H2, . . . ,Hk} è N(G2) = {F1, F2, . . . , Fl}, ãäå G1 è G2 
êîíå÷íûå ãðàû, k > 1, l > 1. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà:
à) N(G1[G2]) = {〈Fj +Hi[G2] : i = 1, k, j = 1, l〉},
á) N(G1 ×G2) = {〈Hi ∪ Fj : i = 1, k, j = 1, l〉}.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè G2  ðåàëèçàöèÿ ãðàà F, òî N(G1[G2]) = {F + Hi[G2] : i = 1, k},
N(G1 ×G2) = {F ∪Hi : i = 1, k}.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàäèì íà V Gα áèíàðíîå îòíîøåíèå σα (α = 1, 2) : áóäåì ïèñàòü
uσα v åñëè è òîëüêî åñëè Gα(N(u)) ∼= Gα(N(v)). Î÷åâèäíî, σα  îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, σα ðàçáèâàåò V Gα íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëîæèì
V G1/σ1 = {Ui : i = 1, k}, V G2/σ2 = {Vj : j = 1, l},
ãäå G1(N(u)) ∼= Hi äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ Ui è G2(N(v)) ∼= Fj äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈Vj.
Ñ ïîìîùüþ σ1 è σ2 ïîñòðîèì ýêâèâàëåíòíîñòü σ3 íà V G1[G2], ïîëîæèâ (u1, u2)σ3 (v1, v2),
åñëè u1 σ1 v1 è u2 σ2 v2. Î÷åâèäíî, V G1[G2]/σ3 = {Ui × Vj : i = 1, k, j = 1, l}, à òàê êàê äëÿ
(u, u′) ∈ V G1[G2]
N((u, u′), G1[G2]) = (N(u,G1)× V G2) ∪ ({u} ×N(u′, G2)),
òî îòîáðàæåíèå V G1[G2]/σ3 → N(G1[G2]), ïðè êîòîðîì Ui×Vj 7→ Fj+Hi[G2] åñòü ñþðúåêöèÿ.
Îòñþäà è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà à).
Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
N((u, u′), G1 ×G2) = (N(u,G1)× {u′}) ∪ ({u} ×N(u′, G2)),
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó á).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ à), á) â ñëó÷àå N(G2) = {F} äîñòàòî÷íî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî
ãðàû F ∪Hi è F ∪Hj , à òàêæå F +Hi[G2] è F +Hj[G2] èçîìîðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èçîìîðíû ãðàû Hi è Hj. Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðåàëèçóåìîñòü äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ H∪F íå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íîé äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàîâ G1 è G2 òàêèõ, ÷òî N(G1) = {H}, N(G2) = {F}.
Ïðèìåðîì òàêîãî ãðàà ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí ñëóæèò P3 ∪ K2. Äåéñòâèòåëüíî,
îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî ðåàëèçàöèé äëÿ ãðàà P3 âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç ñëåäñòâèÿ 1, à îäèí
èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ öåëîãî ñåìåéñòâà ëîêàëüíî P3∪K2 -ãðàîâ ïðåäñòàâëåí íà
ðèñ. 2. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñðåäèííî ãåîìåòðè÷åñêîãî ãðàà M(L) ëþáîãî
ïëîñêîãî 4-ðåãóëÿðíîãî 2-ñâÿçíîãî ãðàà L, íå ñîäåðæàùåãî ãðàíåé, îãðàíè÷åííûõ ìåíüøå,
÷åì ÷åòûðüìÿ ðåáðàìè (îïðåäåëåíèå ãðàà M(L) ñì. â [25, ñ. 124℄).
èñ. 2. Ôðàãìåíò ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçàöèè ãðàà P3 ∪K2.
àññìîòðåííûé ïðèìåð ïî ñóùåñòâó ñëóæèò ïåðâûì ïðîÿâëåíèåì áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà,
ñîãëàñíî êîòîðîìó, êàæäûé êîíå÷íûé ãðà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàîì íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
ðåàëèçóåìîãî ãðàà [2, 21℄.
Íèæå îêàæåòñÿ ïîëåçíûì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ë åììà 2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë r è n, òàêèõ, ÷òî 1 6 r 6 n, ñóùåñòâóåò
äâóäîëüíûé r -ðåãóëÿðíûé ãðà ïîðÿäêà 2n.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n. Ïðè n = 1, 2 ëåììà
òðèâèàëüíà. Ïóñòü n > 2 è äëÿ n− 1 è âñåõ r, òàêèõ, ÷òî 1 6 r 6 n− 1, ïóñòü ëåììà âåðíà.
Ïîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà äëÿ ÷èñëà n è äëÿ âñåõ ÷èñåë r, ïîä÷èíåííûõ íåðàâåíñòâàì 1 6 r 6 n.
Ïóñòü G = (X,Y,E)  äâóäîëüíûé r -ðåãóëÿðíûé ãðà ïîðÿäêà 2(n − 1), ãäå r 
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, 1 6 r 6 n − 1. Âûáåðåì â ýòîì ãðàå r ïîïàðíî íåñìåæíûõ ðåáåð
e1, e2, . . . , er, ãäå ei = uivi, ui ∈ X, vi ∈ Y (i = 1, r). Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê
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êàê â ëþáîì íåïóñòîì ðåãóëÿðíîì äâóäîëüíîì ãðàå ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå
(ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ ðåáåð ãðàà, ïîêðûâàþùèõ âñå åãî âåðøèíû). àññìîòðèì
ãðà G∗, ó êîòîðîãî V G∗ = X ∪ Y ∪ {u, v}. Â ìíîæåñòâî ðåáåð ýòîãî ãðàà âêëþ÷èì, âî-
ïåðâûõ, âñå ðåáðà ãðàà G, îòëè÷íûå îò e1, e2, . . . , er, à âî-âòîðûõ, âñå ðåáðà âèäà uvi è âèäà
vui (i = 1, r). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì ãðà G
∗
èìååò ïîðÿäîê 2n è
îáëàäàåò íóæíûìè ñâîéñòâàìè. Åñëè r = n, òî ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî G∗ ∼= Kn,n. Ëåììà 2
äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà óêàçûâàåò íà òåñíóþ ñâÿçü, ñóùåñòâóþùóþ ìåæäó ðåàëèçóåìîñòüþ
êëàññîâ {H1,H2, . . . ,Hk} è {〈H1 ∪ On1 ,H2 ∪ On2 , . . . ,Hk ∪ Onk〉}, ãäå n1, n2, . . . , nk 
ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïîä÷èíåííûå óñëîâèþ
|H1|+ n1 = |H2|+ n2 = . . . = |Hk|+ nk. (1)
Ë åììà 3. Äëÿ êîíå÷íûõ ïîïàðíî íåèçîìîðíûõ ãðàîâ H1,H2, . . . ,Hk (k > 1) ñëåäóþùèå
äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
i) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ãðà G, ó êîòîðîãî N(G) = {H1,H2, . . . ,Hk};
ii) äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, n2, . . . , nk, ïîä÷èíåííûõ óñëîâèþ (1), ñóùåñòâóåò
òàêîé êîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé ãðà G0, ÷òî N(G0) = {〈H1 ∪On1 ,H2 ∪On2 , . . . ,Hk ∪Onk〉}.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. i) ⇒ ii). Ïóñòü p  ìàêñèìàëüíàÿ, à q  ìèíèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé
âåðøèí ãðàà G, n = p − q. Ïóñòü, äàëåå, G∗ ∼= G × Kn+m,n+m, ãäå m  ïðîèçâîëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà òàê êàê îêðóæåíèå êàæäîé âåðøèíû â Kn+m,n+m ïîðîæäàåò On+m,
òî, ñîãëàñíî ëåììå 1, N(G∗) = {Hi ∪On+m : i = 1, k}. Ìû ïîñòðîèì ïðåîáðàçîâàíèå pi ãðàà
G∗ â ðåãóëÿðíûé ãðà G0 òàêîå, ÷òî N(G0) = {〈H1 ∪On1 , . . . ,Hk ∪Onk〉}.
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì íà V G∗ áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼, ïîëîæèâ (u1, u2) ∼ (v1, v2) äëÿ
âåðøèí (u1, u2) è (v1, v2), åñëè u1 = v1. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà V G∗ íà êëàññû, îòíåñÿ â îäèí êëàññ âñå
âåðøèíû, ýêâèâàëåíòíûå äðóã äðóãó. Ïóñòü
V G∗ = V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vt (2)
 òàêîå ðàçáèåíèå. Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êëàññîâ Vj , j = 1, t : ÷èñëî t ýòèõ
êëàññîâ ðàâíî ïîðÿäêó ãðàà G, G∗(Vj) ∼= Kn+m,n+m è, íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí
(u1, u2), (v1, v2) ∈ Vj èìååò ìåñòî èçîìîðèçì G(N(u1)) ∼= G(N(v1)).
Ïóñòü Vj  ïðîèçâîëüíûé êëàññ ðàçáèåíèÿ (2) è (u, u
′)  ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà èç ýòîãî
êëàññà. Ïîëîæèì
δj = degG u− q.
Òîãäà íà îñíîâàíèè ëåììû 2 G∗(Vj) ñîäåðæèò δj -ðåãóëÿðíûé ïîäãðà Fj ïîðÿäêà 2(m+n).
Â ÷àñòíîñòè, ïðè δj = 0 ñ÷èòàåì V Fj = V G
∗(Vj), EFj = ∅. Âûïîëíèì òåïåðü ñëåäóþùåå
ïðåîáðàçîâàíèå ãðàà G∗ : óäàëèì â ýòîì ãðàå òå è òîëüêî òå ðåáðà ïîäãðàà G∗(Vj),
êîòîðûå âîøëè â ìíîæåñòâî EFj . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïîëó÷åííîì â ðåçóëüòàòå òàêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàå, îêðóæåíèå âåðøèíû (u, u′) áóäåò ïîðîæäàòü Gu ∪ Onj , ãäå Gu ∼=
G(N(u)) è nj = n+m− δj . Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî âûâîäèì
|Gu|+ nj = |Gu|+ n+m− δj = |Gu|+ n+m− (degG u− q) = n+m+ q = m+ p. (3)
Ïðèìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ê êàæäîìó èç îñòàâøèõñÿ êëàññîâ
ðàçáèåíèÿ (2), ïîëó÷èì, ñîãëàñíî (3), êîíå÷íûé (m+p) -ðåãóëÿðíûé ãðà, êîòîðûé îáîçíà÷èì
÷åðåç pi(G∗). Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ãðàà pi(G∗) ÿñíî, ÷òî
N(pi(G∗)) = {〈Gu ∪Onj : (u, u′) ∈ Vj, j = 1, t〉} = {〈Hi ∪Oni : i = 1, k〉},
ãäå |Hi|+ni = m+p, i = 1, k. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ G0 ∼= pi(G∗) è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü
ïàðàìåòðà m, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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ii) ⇒ i). Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, . . . , nk, ïîä÷èíåííûõ
óñëîâèþ (1), ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé ãðà G0, ÷òî N(G0) = {〈H1 ∪ On1 , . . . ,Hk ∪ Onk〉}.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: à) ãðàû H1, . . . ,Hk íå èìåþò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, á) ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí Hi (1 6 i 6 k) ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûå âåðøèíû.
àññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé à). Íàøà öåëü  ïîñòðîèòü èç ãðàà G0 òàêîé ãðà G, ÷òî
N(G) = {H1, . . . ,Hk}. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ãðàû H1∪On1 , . . . ,Hk∪Onk ïîïàðíî íåèçîìîðíû.
Ïîýòîìó åñëè ÷åðåç H ′i îáîçíà÷èòü ïîäãðà ãðàà Hi ∪ Oni , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âñåõ
åãî íåèçîëèðîâàííûõ âåðøèí, òî îêàæåòñÿ, ÷òî H ′i
∼= Hi, i = 1, k. Óäàëèâ òåïåðü èç G0 âñå
îñîáûå ðåáðà, ò.å. ðåáðà, íå âõîäÿùèå íè â îäèí òðåóãîëüíèê (öèêë C3 ), ìû ïîëó÷èì ãðà G
′,
êîòîðûé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ðåàëèçàöèåé êëàññà {H ′i : i = 1, k}. Ïîñëåäíåå â ñèëó
èçîìîðèçìà H ′i
∼= Hi (i = 1, k) äàåò íàì ïðàâî ñ÷èòàòü, ÷òî G ∼= G′.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëó÷àþ á). Â ýòîì ñëó÷àå ìû íå áóäåì ïðîâîäèòü òî÷íóþ, íî
ãðîìîçäêóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ãðàà G. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ãðàà ëåãêî óñìîòðåòü èç
ñëåäóþùåãî. Ïî ñïèñêó H1∪On1 , . . . ,Hk∪Onk , ñðåäè ãðàîâ êîòîðîãî ìîãóò áûòü èçîìîðíûå,




i, êàê è ðàíüøå,  ïîäãðà,
ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âñåõ íåèçîëèðîâàííûõ âåðøèí ãðàà Hi ∪ Oni , i = 1, k. Íå
èñêëþ÷åíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i H ′i  ãðà ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì âåðøèí. Â òàêîì ñëó÷àå ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì H ′i
∼= K0, ïðè÷åì ñ÷èòàåì, ÷òî K1  ñâÿçíàÿ ðåàëèçàöèÿ ãðàà K0.
Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå l (l 6 k) ãðàîâ, âõîäÿùèå â ñïèñîê
H′, ïîïàðíî íåèçîìîðíû. Î÷åâèäíî, óäàëèâ èç G0 âñå îñîáûå ðåáðà, ïîëó÷èì ãðà G
′, ó
êîòîðîãî N(G′) = {H ′i : i = 1, l}. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G′ 
íåòðèâèàëüíûé ãðà. Ñâÿæåì òåïåðü ñ êàæäûì ãðàîì H ′i (i = 1, l) öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå
n′i  ÷èñëî ãðàîâ èç H
′, êîòîðûå èçîìîðíû H ′i. Ïóñòü
n = max{n′1, . . . , n′l}, m = max{mi : Hi ∼= H ′i ∪Omi , i = 1, k}.
àññìîòðèì ãðà G∗, ñîñòîÿùèé èç n êîïèé äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ G′ ×Km,m. ßñíî, ÷òî
G∗  êîíå÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ êëàññà {H ′i ∪Om : i = 1, l}. Â òîæå âðåìÿ â ãðàå G∗ ñ òî÷íîñòüþ
äî óäàëåíèÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà îñîáûõ ðåáåð ìîæíî âûäåëèòü òàêîé îñòîâíûé ïîäãðà
G, ÷òî N(G) = {H1, . . . ,Hk}. Î÷åâèäíî, ýòî âîçìîæíî. Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Ïóñòü F = {F1, F2, . . . , Fk}  ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé êëàññ ãðàîâ áåç äîìèíèðóþùèõ
âåðøèí è òàêèõ, ÷òî |F1| = |F2| = . . . = |Fk|. Òîãäà âåðíà
Ë åììà 4. Íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïî êëàññó F, ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íûé
ðåãóëÿðíûé ãðà G, ðåàëèçóþùèé F.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü, íàïðîòèâ, âîçìîæåí àëãîðèòì A, îïðåäåëÿþùèé ïî
ïðîèçâîëüíîìó êëàññó F, ïîä÷èíåííîìó óñëîâèÿì ëåììû, ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íûé
ðåãóëÿðíûé ëîêàëüíî F -ãðà G. àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé êëàññ H, ñîñòîÿùèé
èç ãðàîâ H1, . . . ,Hk. Íà îñíîâàíèè ëåììû 3, ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî êîíå÷íûé ãðà G
∗,
ðåàëèçóþùèé H, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
n1, . . . , nk, ïîä÷èíåííûõ óñëîâèþ (1), ñóùåñòâóåò òàêîé êîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé ãðà G0, ÷òî
N(G0) = {〈H1 ∪On1 , . . . ,Hk ∪Onk〉}.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäàâàÿ íà âõîä àëãîðèòìà A êëàññ {〈H1 ∪ On1 , . . . ,Hk ∪ Onk〉}, ìû
ìîæåì óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ãðàà G0, à çíà÷èò, è ñóùåñòâîâàíèå ãðàà G
∗. Íî
ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, èáî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ïðîáëåìà f -ðåàëèçóåìîñòè àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìà. Ëåììà 4 äîêàçàíà.
Îòìåòèì åùå îäíó ëþáîïûòíóþ ñâÿçü ìåæäó ðåàëèçóåìîñòüþ êëàññîâ {H1,H2, . . . ,Hk} è
{n1H1 ∪ n2H2 ∪ . . . ∪ nkHk}, ãäå n1, n2, . . . , nk  ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à nH 
ãðà ñ n êîìïîíåíòàìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èçîìîðíà H.
Ëåììà 5. Äëÿ êîíå÷íûõ ïîïàðíî íåèçîìîðíûõ ñâÿçíûõ ãðàîâ H1,H2, . . . ,Hk (k > 1)
ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
i) ñóùåñòâóåò ãðà G, èìåþùèé íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ó êîòîðîãî
N(G) = {H1,H2, . . . ,Hk};
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ii) äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, n2, . . . , nk ñóùåñòâóåò òàêîé ñâÿçíûé áåñêîíå÷íûé
ðåãóëÿðíûé ãðà G0, ÷òî N(G0) = {H}, ãäå H ∼= n1H1 ∪ n2H2 ∪ . . . ∪ nkHk.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. i)⇒ ii). àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà G  ñâÿçíûé êîíå÷íûé
ãðà, òàê êàê ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ãðàà G0 â ýòîì ñëó÷àå óïðîùàåòñÿ.
Ïóñòü G  òàêîé ãðà è H ∼= n1H1∪. . .∪nkHk, ãäå n1, . . . , nk  ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçíîãî áåñêîíå÷íîãî ãðàà G0, ó êîòîðîãî
N(G0) = {H}, ñíà÷àëà èíäóêòèâíî ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S = (G1, G2, . . . , Gi, . . . )
ñâÿçíûõ êîíå÷íûõ ãðàîâ Gi òàêèõ, ÷òî N(G1) = N(G) è N(Gi) = N(G) ∪ {H} äëÿ i > 2.
Ïîëîæèì G1 ∼= G. Ïóñòü ãðà Gi óæå ïîñòðîåí, i > 1, è ïóñòü âñå âåðøèíû åãî çàíóìåðîâàíû
ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, à îêðóæåíèå êàæäîé u ∈ V Gi ïîðîæäàåò
ïîäãðà, èçîìîðíûé ëèáî ãðàó H, ëèáî ãðàó Hj äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , k}, ïðè÷åì
ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà v ∈ V Gi, ÷òî Gi(N(v)) íå èçîìîðåí H.
Âûáåðåì â ãðàå Gi âåðøèíó w ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì è òàêóþ, ÷òî Gi(N(w)) íå
èçîìîðåí H. Íå èñêëþ÷àÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Gi(N(w)) ∼= Hk. Ê
âåðøèíå w ïðèêëåèì
n = n1 + n2 + . . . + nk − 1
êëèê Qi1, . . . , Q
i
n ïîðÿäêà |G|, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ w  åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà, îáùàÿ
ñ ãðàîì Gi (ñì. ðèñ. 3à). Ëþáûå äâå èç ýòèõ êëèê íå äîëæíû èìåòü îáùèõ ðåáåð.
àññìîòðèì òåïåðü ãðà Q, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí è ðåáåð êëèê Qi1, . . . , Q
i
n, è çàíóìåðóåì
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V Q \ {w} ïîñëåäîâàòåëüíûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ïðåâîñõîäÿùèìè
ìàêñèìàëüíûé ñðåäè íîìåðîâ âåðøèí ãðàà Gi.
èñ. 3. èñóíîê ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 7.
Ïóñòü Qim (1 6 m 6 n)  ïðîèçâîëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà èç Q. Âûáåðåì â ýòîé êëèêå
îñòîâíûé ïîäãðà F im òàêîé, ÷òî F
i
m
∼= G è F im(N(w)) ∼= Hj , ãäå j = 1 ïðè 1 6 m 6 n1, à
âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èíäåêñ j ïîä÷èíåí íåðàâåíñòâàì
n1 + n2 + . . .+ nj−1 < m 6 n1 + n2 + . . . + nj . (4)
Âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ãðàà Q : óäàëèì â ýòîì ãðàå òå è òîëüêî òå
ðåáðà ïîäãðàà Q(V Qim) , êîòîðûå íå âîøëè âî ìíîæåñòâî EF
i
m. Ïðèìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî
óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ê êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ ìàêñèìàëüíûõ êëèê ãðàà Q, ìû ïîëó÷èì
ñâÿçíûé êîíå÷íûé ãðà, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Gi+1, ïðè÷åì
V Gi+1 = V Gi ∪ V Qi1 ∪ . . . ∪ V Qin, EGi+1 = EGi ∪ EF i1 ∪ . . . ∪ EF in.
Êàê ëåãêî âèäåòü, Gi+1(N(w))∼=H. Â òîæå âðåìÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ V Gi+1, u 6= w,
Gi+1(N(u)) ∼= Gi(N(u)), è åñëè v ∈ (V Qi1∪. . .∪V Qin)\{w}, òî Gi+1(N(v)) ∼= Hj äëÿ íåêîòîðîãî
j ∈ {1, . . . , k}. Èç ïîñëåäíåãî íàáëþäåíèÿ è âûïîëíåííûõ ïîñòðîåíèé âûòåêàåò, ÷òî èñêîìûì
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Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé u ∈ V G0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî i0, ÷òî u ∈ V Gi
äëÿ âñåõ i > i0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà u èìååò íåêîòîðûé íîìåð
l ∈ {|G|+ n(|G| − 1)(i0 − 1)− ε : ε = 0, 1, . . . , n(|G| − 1)− 1}.
Íî òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ Gl+1(N(u)) ∼= H, à òàê êàê â äàëüíåéøåì îêðóæåíèå âåðøèíû u
ñîõðàíÿåòñÿ, òî G0  èñêîìûé ãðà.
ii)⇒ i). Ïóñòü G0  òàêîé áåñêîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé ãðà, ÷òî N(G0) = {n1H1∪. . .∪nkHk},
ãäå n1, . . . , nk  íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàà G ïîñòóïèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó u ∈ V G0 è ðàçîáüåì åå îêðóæåíèå íà
n = n1 + n2 + . . .+ nk
÷àñòåé M1, . . . ,Mn òàê, ÷òîáû G0(Mm) ∼= Hj, ãäå, êàê è âûøå, j = 1 ïðè 1 6 m 6 n1, à
âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èíäåêñ j ïîä÷èíåí íåðàâåíñòâàì (4). Âûïîëíèì òåïåðü ñëåäóþùåå
ïðåîáðàçîâàíèå ãðàà G0 : óäàëèì âåðøèíó u âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè åé ðåáðàìè, äîáàâèì
íîâûå âåðøèíû v1, . . . , vn, âåðøèíó v1 ñîåäèíèì ðåáðîì ñ êàæäîé âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà
M1, âåðøèíó v2  ñ êàæäîé âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà M2 è ò. ä. (ñì. ðèñ. 3á). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî â ïîëó÷åííîì â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàå, îêðóæåíèå âåðøèíû vm áóäåò
ïîðîæäàòü ïîäãðà, èçîìîðíûé Hj (çäåñü èíäåêñû m è j òå æå, ÷òî è ðàíüøå), à îêðóæåíèå
êàæäîé v ∈ V G0\{u} ñîõðàíÿåòñÿ, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîäãðà, ïîðîæäåííûé ýòèì îêðóæåíèåì
èçîìîðåí H. Ïðèìåíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ê êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ
âåðøèí ãðàà G0, ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷èì ãðà G, ó êîòîðîãî N(G) = {H1, . . . ,Hk}. Ëåììà
5 äîêàçàíà.
2. åàëèçóåìûå êëàññû ãðàîâ ñ äîìèíèðóþùèìè
âåðøèíàìè
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è 1  4 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ êëàññîâ ãðàîâ
ñâîäÿòñÿ ê òåì æå çàäà÷àì äëÿ êëàññîâ, ñîñòîÿùèõ èç ãðàîâ H1,H2, . . . ,Hk, ó êîòîðûõ
|H1| = |H2| = · · · = |Hk| è òàêèõ, ÷òî êàæäûé Hi ñîäåðæèò ðîâíî s äîìèíèðóþùèõ âåðøèí.
Ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî ýòèõ êëàññîâ, íà êîòîðîì îñíîâàíî ñâåäåíèå, îïèñûâàåò
Ò å î ð åì à 3. Ïóñòü H1,H2, . . . ,Hk (k > 1)  êîíå÷íûå ïîïàðíî íåèçîìîðíûå ãðàû,
|H1| = |H2| = · · · = |Hk|. Ïóñòü, äàëåå, êàæäûé ãðà Hi ñîäåðæèò ðîâíî s äîìèíèðóþùèõ
âåðøèí (s > 1). Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
i) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ãðà G, ó êîòîðîãî N(G) = {H1,H2, . . . ,Hk};
ii) ñóùåñòâóþò òàêîé êîíå÷íûé ãðà G0 è òàêèå êîíå÷íûå ïîïàðíî íåèçîìîðíûå ãðàû
áåç äîìèíèðóþùèõ âåðøèí F1, F2, . . . , Fk, |F1| = |F2| = . . . = |Fk|, ÷òî G ∼= G0[Ks+1] è
N(G0) = {F1, F2, . . . , Fk}. Ïðè ýòîì Hi ∼= Ks + Fi[Ks+1] äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , k.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. i) ⇒ ii). Ïóñòü G è H1, . . . ,Hk  ïðîèçâîëüíûå ãðàû,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû. Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå V G áèíàðíîå îòíîøåíèå σ :
áóäåì ïèñàòü uσ v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
N(u) ∪ {u} = N(v) ∪ {v}.
Î÷åâèäíî, σ  îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü, äàëåå, V G/σ = {V1, . . . , Vp}  àêòîð-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V G ïî ýêâèâàëåíòíîñòè σ. Ïðîñòî ïðîâåðÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
ñìåæíûõ êëàññîâ èç V G/σ :
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à) G(Vi)  ïîëíûé ãðà, i = 1, p;
á) åñëè âåðøèíà u ∈ Vi ñìåæíà ñ âåðøèíîé v ∈ Vj, òî u ñìåæíà ñî âñåìè âåðøèíàìè
ìíîæåñòâà Vj.
Ïóñòü òåïåðü ãðà Gσ , ðàçáèåíèå V G/σ è áèåêöèÿ ϕ : V Gσ → V G/σ òàêîâû, ÷òî uv ∈
∈ EGσ åñëè è òîëüêî, åñëè G(ϕ(u)∪ϕ(v))  êëèêà, ò.å. Gσ  ãðà ñîñåäñòâà êëàññîâ èç V G/σ.
Òîãäà äëÿ G â ñèëó ñâîéñòâ à), á) èìååì
G ∼= Gσ ← [Kn1 ,Kn2 , . . . ,Knp ],
ãäå ni = |Vi|, i = 1, p.
Òàê êàê G  ðåãóëÿðíûé ãðà, òî ýêâèâàëåíòíîñòü σ íà V G ìîæíî îïðåäåëèòü è òàê:
uσ v òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíà u äîìèíèðóåò â îêðåñòíîñòè âåðøèíû v, ò.å.
â G(N(v) ∪ {v}). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ìíîæåñòâî Vi ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññ
ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí, äîìèíèðóþùèõ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé âåðøèíû èç ýòîãî æå êëàññà.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî Vi = {ui} ∪ D(G(N(ui))), ãäå ui  ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà èç Vi, à
D(H)  ìíîæåñòâî äîìèíèðóþùèõ âåðøèí ãðàà H. Îòñþäà è èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàþò
ðàâåíñòâà |Vi| = s+ 1, i = 1, p. Ñëåäîâàòåëüíî,
G ∼= Gσ ← [Ks+1,Ks+1, . . . ,Ks+1] ∼= Gσ[Ks+1].
Ïîëàãàÿ òåïåðü G0 ∼= Gσ, ïîëó÷èì G ∼= G0[Ks+1].
Ïî óñëîâèþ N(G) = {H1, . . . ,Hk}. Ñëåäîâàòåëüíî, â G åñòü òàêèå âåðøèíû u1, . . . , uk,
÷òî G(N(ui)) ∼= Hi, i = 1, k. àññìîòðèì îòîáðàæåíèå
ψ : N(G) → N(G0), Hi 7→ Fi ∼= G0(N((ϕ−1pi)(ui))), (5)
ãäå pi : V G→ V G/σ  êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå V G íà V G/σ, ò.å. pi êàæäîé âåðøèíå ãðàà
G ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èç V G/σ, â êîòîðîì ýòà âåðøèíà ñîäåðæèòñÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ψ  áèåêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ïðåäûäóùåãî è ñ ó÷åòîì ëåììû 1 äëÿ
êàæäîãî ãðàà H ∼= G(N(u)), u ∈ V G ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
H ∼= Ks + F [Ks+1], (6)
ãäå F ∼= G0(N((ϕ−1pi)(u))). Îòñþäà ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî ψ ñþðúåêòèâíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè ãðàû Hi, Hj íå èçîìîðíû, òî â ñèëó (6) íå èçîìîðíûìè áóäóò òàêæå è ãðàû
Fi[Ks+1], Fj [Ks+1]. Ñëåäîâàòåëüíî, Fi íå èçîìîðåí Fj ïðè i 6= j, ò.å. ψ  èíúåêöèÿ.
Èòàê, N(G0) = {F1, . . . , Fk} è Hi ∼= Ks + Fi[Ks+1] (i = 1, k), ãäå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ãðààìè Hi è Fi îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì (5). Íàêîíåö, èç (6) âûòåêàåò, ÷òî Fi íå èìååò
äîìèíèðóþùèõ âåðøèí, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðà Hi ∼= Ks + Fi[Ks+1] ñîäåðæàë áû áîëåå
s òàêèõ âåðøèí.
ii) ⇒ i). Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1 è ïðåäñòàâëåíèåì G ∼= G0[Ks+1]. Òåîðåìà
3 äîêàçàíà.
×àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ
Ñë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Òîãäà ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàà G â ñëåäóþùåì âèäå: degHi u > 2s è degHi u ≡ 2s(mod(s+ 1))
äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ V Hi \D(Hi) è êàæäîãî i = 1, 2, . . . , k.
Â ñâÿçè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 3 îòìåòèì åùå îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè äëÿ êîíå÷íûõ
ãðàîâ F1, F2, . . . , Fk, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ii) òåîðåìû, ÿâíî îïèñàí êëàññ
F = {G0 : N(G0) = {F1, F2, . . . , Fk}},
òî ÿâíîå îïèñàíèå äîïóñêàåò è êëàññ
G = {G : N(G) = {H1,H2, . . . ,Hk}},
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ãäå Hi ∼= Ks + Fi[Ks+1] (i = 1, k), s  ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, êàê
ëåãêî âèäåòü, èçîìîðèçì G ∼= G0[Ks+1] çàäàåò áèåêöèþ G→ F, G 7→ G0[Ks+1]. Â ÷àñòíîñòè,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìû åäèíñòâåííîñòè êîíå÷íûõ ëîêàëüíî {H1,H2, . . . ,Hk} -ãðàà è
ëîêàëüíî {F1, F2, . . . , Fk} -ãðàà ýêâèâàëåíòíû.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà àêòè÷åñêè óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, ò.å. êîãäà íåò
ÿâíûõ îãðàíè÷åíèé íà êîíå÷íîñòü èëè áåñêîíå÷íîñòü ðåàëèçàöèé, íåðàçðåøèìà.
Ò å î ð åì à 4. Íåâîçìîæåí àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó êëàññó
ñâÿçíûõ ãðàîâ H, ñóùåñòâóåò ëè ëîêàëüíî H -ãðà, èìåþùèé íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî âåðøèí.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âîïðåêè òåîðåìå òàêîé àëãîðèòì B ñóùåñòâóåò. àññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé êëàññ H, ñîñòîÿùèé èç ñâÿçíûõ ãðàîâ H1, . . . ,Hk. Â ñèëó ëåììû 5
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëîêàëüíî H -ãðà, èìåþùèé íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âåðøèí,
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, . . . , nk ñóùåñòâóåò
ñâÿçíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ðåàëèçàöèÿ ãðàà
H ∼= n1H1 ∪ . . . ∪ nkHk. (7)
Òàêèì îáðàçîì, ïîäàâàÿ íà âõîä àëãîðèòìà B êëàññ H, ìû óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå
ëîêàëüíî H -ãðàà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîãî ëîêàëüíî H -ãðàà. Íî
ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò íåðàçðåøèìîñòè ñïåöèàëüíîé ïðîáëåìû i -ðåàëèçóåìîñòè â êëàññå âñåõ
íåñâÿçíûõ ãðàîâ (ñì. [3℄), èáî ïðåäñòàâëåíèå (7) èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íåñâÿçíîãî
ãðàà H. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ãðàû H1,H2, . . . ,Hk òå æå, ÷òî â òåîðåìå 3.
Ò å î ð åì à 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî êëàññà ãðàîâ H = {H1,H2, . . . ,Hk} ïðîáëåìû:
ñóùåñòâîâàíèÿ, f -ðåàëèçóåìîñòè, i -ðåàëèçóåìîñòè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. àññìîòðèì ñïåðâà ñëó÷àé f -ðåàëèçóåìîñòè. Ïðåäïîëîæèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî âîçìîæåí àëãîðèòì C, êîððåêòíî ðàñïîçíàþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó
êëàññó H = {H1, . . . ,Hk}, ïîä÷èíåííîìó óñëîâèÿì òåîðåìû 3, ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íûé
ëîêàëüíî H -ãðà. Ïóñòü F1, . . . , Fk  ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî íåèçîìîðíûå ãðàû áåç
äîìèíèðóþùèõ âåðøèí è òàêèå, ÷òî |F1| = . . . = |Fk|. Ïîñòðîèì ãðàû
Ks + F1[Ks+1], . . . ,Ks + Fk[Ks+1].
ßñíî, ÷òî ïîðÿäêè ýòèõ ãðàîâ ðàâíû è êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò ðîâíî s äîìèíèðóþùèõ
âåðøèí. Òàêèì îáðàçîì, ïîäàâàÿ íà âõîä àëãîðèòìà C êëàññ K = {Ks+Fi[Ks+1] : i = 1, k}, ìû
óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ëîêàëüíî K -ãðàà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3,
êîíå÷íîãî ëîêàëüíî F -ãðàà, ãäå F = {F1, . . . , Fk}. Èòàê, àëãîðèòì C êîððåêòíî ðàñïîçíàåò
êîíå÷íûå ëîêàëüíî F -ãðàû. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 4.
Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ i -ðåàëèçóåìîñòè. Ïóñòü âñå ãðàû êëàññà H èçîìîðíû H. Òî÷íî òàê
æå, êàê è â ëåììå 4, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñïåöèàëüíàÿ ïðîáëåìà i -ðåàëèçóåìîñòè íåðàçðåøèìà
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ãðàà F áåç äîìèíèðóþùèõ âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì f -ðåàëèçóåìîñòè, íåâîçìîæåí àëãîðèòì, óñòàíàâëèâàþùèé ïî H
ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ëîêàëüíî H -ãðàà äëÿ H ∼= Ks + F [Ks+1].
Ýòó àíàëîãèþ ëåãêî ïðîñëåäèòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 3 îñòàåòñÿ âåðíîé è â òîì
ñëó÷àå, êîãäà G  áåñêîíå÷íàÿ ñâÿçíàÿ ðåàëèçàöèÿ êëàññà H = {H}. Â ÷àñòíîñòè, èç
ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñïåöèàëüíàÿ ïðîáëåìà i -ðåàëèçóåìîñòè íåðàçðåøèìà
òàêæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà H  êîíå÷íûé ãðà âèäà Ks + F [Ks+1], ãäå F  ïðîèçâîëüíûé
ñâÿçíûé, ïëîñêèé èëè ðåãóëÿðíûé ãðà áåç äîìèíèðóþùèõ âåðøèí (ñì. [3℄).
àññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ. Êàê íåòðóäíî ïðîñëåäèòü, óòâåðæäåíèÿ
ëåììû 4 è òåîðåìû 3 âåðíû òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà G  ãðà ñ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì âåðøèí. Ïîýòîìó, ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ èç ñëó÷àÿ f -ðåàëèçóåìîñòè è ó÷èòûâàÿ
òåîðåìó 4, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ êëàññà H
àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
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Ïóñòü λ  öåëàÿ êîíñòàíòà, λ > 1. Êëàññ D ãðàîâ íàçîâåì λ -áëèçêèì ê ïëîòíîìó, à
ñàìè ãðàû G ∈ D  λ -áëèçêèìè ê ïëîòíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:






ãäå c  êîíñòàíòà, c > 0;
á) ÷èñëî ðåáåð êàæäîãî ãðàà G ∈ D ïîðÿäêà n íå ìåíüøå E(n).
Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 5 âûòåêàåò
Ñë å ä ñ ò â è å 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî êëàññà ãðàîâ λ -áëèçêèõ ê ïëîòíûì
ïðîáëåìû: ñóùåñòâîâàíèÿ, f -ðåàëèçóåìîñòè è i -ðåàëèçóåìîñòè àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü N  ïðîèçâîëüíîå, à µ  èêñèðîâàííîå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ïóñòü, äàëåå, F1, . . . , Fk  ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî íåèçîìîðíûå ãðàû áåç äîìèíèðóþùèõ
âåðøèí, ïðè÷åì |F1| = . . . = |Fk| = N. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå n òàê, ÷òî N = n1/µ è ïîñòðîèì
ãðàû Hi ∼= Kn+Fi[Kn+1], i = 1, k. Äëÿ ïîðÿäêà ãðàà Hi, î÷åâèäíî, âåðíî àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàâåíñòâî
|Hi| ∼ n1+1/µ, n→∞.
ßñíî òàêæå, ÷òî êàæäûé ãðà Hi ñîäåðæèò ðîâíî n äîìèíèðóþùèõ âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñíî òåîðåìå 5, äëÿ êëàññà {Hi : i = 1, k} ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, f -ðåàëèçóåìîñòè è
i -ðåàëèçóåìîñòè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìû.
Âîçüìåì òåïåðü íàòóðàëüíîå ÷èñëî λ = µ+1 è ïîêàæåì, ÷òî êëàññ {Hi : i = 1, k} ÿâëÿåòñÿ
λ -áëèçêèì ê ïëîòíîìó. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,
2|EHi| = 3n(n+ 1)n1/µ + 2(n + 1)2|EFi|+ n(n− 1).








ãäå M = min
i=1,k
|EFi|. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
M ∼ γn1/µ, n→∞, (9)































Îòñþäà è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ.
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